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Lineárńı algebra - 4MM101, 4MM106

Př́ıklad 1 S použit́ım výpočtu hodnosti matice rozhodněte o lineárńı závislosti či
nezávislosti vektor̊u, jestlǐze:

x⃗1 = (2,−3, 5), x⃗2 = (1, 0,−2), x⃗3 = (1,−7, 9), x⃗4 = (−1, 0, 1),
x⃗5 = (1, 2,−3), x⃗6 = (2,−1, 0)

Řešeńı 1.
Je zřejmé, že dané vektory obsahuj́ı každý 3 složky, jsou tedy ve vektorovém prostoru
V3. V takovém vektorovém prostoru můžeme vybrat nejvýše 3 lineárně nezávislé vek-
tory. Máme-li tedy zkoumat lineárńı závislost vektor̊u, jako v tomto př́ıpadě, pak se
můžeme nejprve pod́ıvat, kolik vektor̊u jsme zadali a z jakého vektorového prostoru
vektory pocházej́ı. Pokud máme větš́ı počet vektor̊u, než je vektorový prostor, pak
př́ıklad nemuśıme poč́ıtat, protože v́ıme, že dané vektory muśı být určitě lineárně
závislé. Z naš́ı úlohy vyplývá, že máme 6 vektor̊u z vektorového prostoru V3, takže
bez jakéhokoli výpočtu můžeme ř́ıci, že těchto 6 vektor̊u je lineárně závislých.

Odpověd’: Dané vektory jsou lineárně závislé. □

Př́ıklad 2 V závislosti na reálných parametrech α a β proved’te diskuzi řešitelnosti
soustavy lineárńıch rovnic včetně počtu volitelných neznámých, jestlǐze

x1 + x2 + 2x3 = 0

x1 + 4x2 + 5x3 = 3

−x1 + x2 + αx3 = β

Řešeńı 2.
V prvńım kroku přeṕı̌seme soustavu rovnic do maticového tvaru jako: 1 1 2 0

1 4 5 3
−1 1 α β

 (1)

Opět provedeme Gaussovu eliminačńı metodu, a tak vynásob́ıme 1. řádek matice
(1) č́ıslem -1 a přičteme jej ke 2. řádku a současně přičteme 1. řádek ke 3. řádku,
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tedy: 1 1 2 0
0 3 3 3
0 2 (α + 2) β

 (2)

Dále vyděĺıme 2. řádek matice (2) č́ıslem 3, tedy:1 1 2 0
0 1 1 1
0 2 (α + 2) β

 (3)

V posledńım kroku vynásob́ıme 2. řádek matice (3) č́ıslem -2 a přičteme jej ke 3.
řádku, tedy: 1 1 2 0

0 1 1 1
0 0 α (β − 2)

 (4)

Zde jsme dokončili Gaussovu eliminačńı metodu, matice je již ve stupňovitém tvaru
a můžeme tedy zač́ıt diskutovat o řešitelnosti systému, resp. počtu řešeńı.

• Aby soustava neměla řešeńı, nemůže být splněna Frobeniova podmı́nka, což je
v našem př́ıpadě splněno pouze tehdy, je-li hodnost matice soustavy o jedna
menš́ı než hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy. Tedy aby hodnost matice sou-
stavy byla 2, pak α = 0 a aby hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy byla zároveň
3, tak β ̸= 2.

• Aby soustava rovnic měla přesně jedno řešeńı, je nutné, aby hodnost ma-
tice soustavy byla stejná jako hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy, jinými slovy
aby platila Frobeniova podmı́nka, a nav́ıc aby tyto hodnosti byly rovny počtu
neznámých. V našem př́ıpadě je počet neznámých 3, takže potřebujeme, aby
nevypadl žádný řádek, a tedy parametr α ̸= 0, bez ohledu na volbu parametru
β

• Aby soustava rovnic měla nekonečně mnoho řešeńı, pak hodnost matice sou-
stavy a zároveň hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy muśı být menš́ı než počet
neznámých, takže v našem př́ıpadě je jediná možnost 2 a to je splněno, pokud
α = 0 a β = 2.

Odpověd’:

• Soustava má 1. řešeńı: α ̸= 0, β ∈ R

• Soustava nemá řešeńı: α = 0, β ̸= 2

• Soustava má nekonečně mnoho řešeńı: α = 0, β = 2

□
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Př́ıklad 3 Z následuj́ıci maticové rovnice vypočtěte neznámou matici X a uved’te.
pro které matice A,C se dá matice X z této rovnice osamostatnit, jestlǐze

X+A = 3A−XC

kde

A=

(
1 0
2 3

)
, C=

(
2 3
0 1

)
Řešeńı 3.
Nejdř́ıve muśıme z dané rovnice vyjádřit neznámou matici X. Při všech úpravách,
které budeme provádět, muśıme mı́t na paměti následuj́ıćı základńı pravidla, a to
AB ̸= BA, AA−1 = A−1A = J a AJ = JA = A. Nejprve muśıme přehodit
všechny neznámé matice X na jednu stranu a vše ostatńı na druhou stranu.

X+XC = 4A−A | (4A−A = 3A)

X+XC = 3A

X(J+C) = 3A | · (J+C)−1

X(J+C)(J+C)−1 = 3A(J+C)−1

X = 3A(J+C)−1

(5)

Vid́ıme, že matematické úpravy v (5) jsou možné pouze tehdy, pokud existuje in-
verzńı matice (J+C)−1. Ta existuje pouze tehdy, je-li (J+C) regulárńı. Pokud by
(J+C) nebylo regulárńı, pak bychom daný postup nemohli použ́ıt. Dále dosad́ıme
matice ze zadáńı do výsledku pro X, přičemž J považujeme za jednotkovou matici,
tedy:

X = 3

(
1 0
2 3

)[(
1 0
0 1

)
+

(
2 3
0 1

)]−1

(6)

Dále uprav́ıme (6) vynásobeńım prvńı matice č́ıslem 3 a současne udeláme součet
matic v závorce, t.j:

X =

(
3 0
6 9

)(
3 3
0 2

)−1

(7)

Výslednou inverzńı matici řeš́ıme přesně jako v př́ıkladu 14 s t́ım rozd́ılem, že ten-
tokrát se jedná o matici 2x21., t.j.:(

3 3
0 2

)−1

=
1

6

(
2 −3
0 3

)
(9)

Výsledek (9) dosad́ıme do (7) a dostaneme:

X =

(
3 0
6 9

)
1

6

(
2 −3
0 3

)
=

1

6

(
6 −9
12 9

) (10)

1Inverzńı matici obecńı matice 2x2 vypoč́ıtáme takto:(
a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
(8)
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Odpověd’: X = 1
6

(
6 −9
12 9

)
□

Př́ıklad 4 Určete charakteristická (vlastńı) č́ısla matice A, jestlǐze:

A=

(
1 −9
5 7

)
Řešeńı 4.
Charakteristické nebo jinými slovy vlastńı č́ısla matice jsou řešeńım následuj́ıćı rov-
nice:

det(A− λJ) = 0 (11)

kde A je daná matice, J je jednotková matice a λ jsou naše vlastńı č́ısla, která
potřebujeme určit2. V daľśım kroku dosad́ıme známé hodnoty do rovnice pro, tedy:

det

[(
1 −9
5 7

)
− λ

(
1 0
0 1

)]
= 0

det

[(
1 −9
5 7

)
−
(
λ 0
0 λ

)]
= 0

det

[(
(1− λ) −9

5 (7− λ)

)]
= 0∣∣∣∣(1− λ) −9

5 (7− λ)

∣∣∣∣ = 0

(12)

Determinant (12) vypoč́ıtáme pomoćı kř́ıžového pravidla pro výpočet determinantu
2x2 (viz. rovnice (??)), tedy: ∣∣∣∣(1− λ) −9

5 (7− λ)

∣∣∣∣ = 0

(1− λ)(7− λ) + 45 = 0

7− λ− 7λ+ λ2 + 45 = 0

λ2 − 8λ+ 52 = 0

(13)

V posledńım kroku řeš́ıme výslednou kvadratickou rovnici, tedy:

λ2 − 8λ+ 52 = 0

λ1,2 =
+8±

√
64− 208

2

λ1,2 =
+8±

√
−144

2

λ1 =
+8 +

√
−144

2
=

8 + 12i

2
= 4 + 6i

λ2 =
+8−

√
−144

2
=

8− 12i

2
= 4− 6i

(14)

2Pokud máme na začátku matici 2x2, muśıme spoč́ıtat 2 vlastńı č́ısla, pokud by byla matice 3x3,
muśıme určit 3 vlastńı č́ısla atd. Zároveň, protože poč́ıtáme determinant, muśı být daná matice
určitě čtvercová.
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Při určováńı vlastńıch č́ısel je zcela běžné, že spočtěme komplexńı řešeńı, jako v
tomto př́ıpadě.

Odpověd’:

• λ1 = 4 + 6i

• λ2 = 4− 6i □

...
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Matematická analýza - 4MM101, 4MM106

Př́ıklad 5 Vypočtěte limitu posloupnosti

lim
n→∞

n2 + n+ 3

5n3 + n

Řešeńı 5.
Pokud se budeme zabývat limitami, prvńım krokem k úspěšnému výsledku je správné
dosazeńı a určeńı typu limitu. Můžeme źıskat pouze dva typy: určitý výraz, který
je již př́ımým výsledkem limity a nemuśıme limitu dále řešit, nebo źıskáme neurčitý
výraz, který je třeba dále upravit, abychom źıskali výraz určitý. V prvńım kroku
tedy nahrad́ıme každé n v argumentu limity nekonečnem, tj:

lim
n→∞

n2 + n+ 3

5n3 + n
=

∞2 +∞+ 3

5∞3 +∞
=

∞
∞

(15)

Po dosazeńı jsme dostali limitńı výraz ∞
∞ . Při výpočtech jsme využili základńı

charakteristiky práce z nekonečnama jako:

• Součet libovolného kladného nekonečna s jiným kladným nekonečnem je vždy
nekonečno.

• Kladné nekonečno umocněno na libovolnou mocninou je vždy kladné nekonečno.

• Součet nebo rozd́ıl libovolného nekonečna s jiným č́ıslem než nula je vždy
nekonečno až na znaménko nekonečna.

• Každé č́ıslo dělené nekonečnem je nula.

• Záporné nekonečno na sudou celou mocninu je vždy kladné nekonečno.

• záporné nekonečno na lichou celou mocninu je vždy záporné nekonečno.

• Každá kladná odmocnina z nekonečna je nekonečno.

Protože nám vyšel neurčitý limitńı výraz, použijeme v tomto př́ıpadě vyńımáńı,
protože pokud limitńı argument obsahuje pouze n na kladnou celou mocninu pod
a nad zlomkovou čarou, pak v́ıme, že by nám vyńımáńı mělo téměř jistě pomoci.
Vyjměme vždy nejvyšš́ı mocninu z čitatele a nejvyšš́ı mocninu z jmenovatele, tedy:

lim
n→∞

n2 + n+ 3

5n3 + n
= lim

n→∞

��n
2
(
1 + 1

n
+ 3

n2

)
n�31

(
5 + 1

n2

) =

= lim
n→∞

(
1 + 1

n
+ 3

n2 )

n
(
5 + 1

n2

) (16)

Jakmile provedeme jednu úpravu limity, vždy zkontrolujeme, zda se neurčitý výraz
změnil na určitý, tedy:

lim
n→∞

(
1 + 1

n
+ 3

n2 )

n
(
5 + 1

n2

) =
1 + 1

∞ + 3
∞2

∞
(
5 + 1

∞2

) =
1 + 0 + 0

∞(5 + 0)
=

1

∞
= 0 (17)
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kde jsme právě použili výše napsané charakteristiky.

Odpověd’: limn→∞
n2+n+3
5n3+n

= 0 □

Př́ıklad 6 Vypočtěte derivaci funkce dané předpisem

f(x) = ex(x3 − x2 + 6)

Řešeńı 6.
V tomto př́ıpadě muśıme nejprve vyřešit znaménko součinu, takže použijeme vzorec
pro derivaci součinu, tedy:

f ′(x) = (ex[x3 − x2 + 6])′ =

= (ex)′[x3 − x2 + 6] + ex([x3 − x2 + 6])′ =

= ex(x3 − x2 + 6) + ex[(x3)′ − (x2)′ + (6)′] =

= ex(x3 − x2 + 6) + ex(3x2 − 2x+ 0) =

= ex(x3 − x2 + 6) + ex(3x2 − 2x)

(18)

Na prvńı člen jsme pak aplikovali derivaci exponenciály a na druhý člen v závorce
jsme museli opět aplikovat pravidlo pro derivaci součtu funkćı a poté pravidlo pro
derivaci mocniny.

Odpověd’: f ′(x) = (ex[x3 − x2 + 6])′ = ex(x3 − x2 + 6) + ex(3x2 − 2x) □

Př́ıklad 7 Určete maximum a minimum funkce f na uzavřeném intervalu J :

f(x) = xln(x), J = ⟨e−2; e⟩

Řešeńı 7.
Pokud máme určit maximum a minimum na uzavřeném intervalu J , pak v́ıme, že
tento typ př́ıkladu vždy vyřeš́ıme pomoćı Weierstrassovy věty, která zajǐst’uje, že
na uzavřeném intervalu má spojitá funkce maximum a minimum, takže je stač́ı
naj́ıt. Nejprve muśıme určit podezřelé body z maxim a minim na celém definičńım
intervalu, takže vždy muśıme řešit rovnici:

f ′(x) = 0 (19)

Rovnice (19) představuje tzv. nutné podmı́nky pro existenci extrému funkce jedné
proměnné, takže řešeńı je:

f ′(x) = (xln(x))′

= x′ln(x) + xln′(x)

= ln(x) +�x
1

�x
= ln(x) + 1

(20)
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Nejprve jsme museli vypoč́ıtat prvńı derivaci, na kterou jsme použili pouze derivaci
součinu a poté vzorce základńıch derivaćı. Ve druhém kroku muśıme za výsledek
(20) dosadit nulu tedy:

ln(x) + 1 = 0 | − 1

ln(x) = −1

x = e−1

(21)

Řešeńı (19) je tedy jediný podezřelý bod z extrému funkce, tedy e−1. Muśıme ověřit,
zda tento bod patř́ı do daného intervalu J , což vid́ıme, že ano, takže s ńım budeme
dále poč́ıtat. V posledńım kroku potřebujeme spoč́ıtat pouze funkčńı hodnoty všech
podezřelých bod̊u, tj. bod̊u, které jsou řešeńım rovnice (19) a vždy také hranič́ı body
intervalu J , tedy:

f(e−2) = e−2ln(e−2) = e−2 · (−2) = − 2

e2

f(e−1) = e−1ln(e−1) = e−1 · (−1) = −1

e
f(e) = eln(e) = e · 1 = e

(22)

Z výpočtu funkčńıch hodnot (22) stač́ı vybrat největš́ı funkčńı hodnotu, která bude
maximem, a nejmenš́ı funkčńı hodnotu, která bude minimem. Vid́ıme, že nejmenš́ı
funkčńı hodnota je −1

e
, a tedy minimum je v 1

e
, a největš́ı funkčńı hodnota je e, a

tedy maximum je v e.

Obr. 1: Grafické řešeńı

Pokud bychom danou funkci vynesli do grafu, pak by byl interval J vymezen body
B a C. Vid́ıme, že řešeńım rovnice (19) je bod A, který lež́ı v intervalu J , proto
jsme jej zahrnuli do výpočtu. Vypočtené funkčńı hodnoty nám nyńı jasně ř́ıkaj́ı, že
maximum je v bodě D a minimum v bodě A.

Odpověd’:
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• Maximum funkce je v bode x = e

• Minimum funkce je v bode x = e−1 □

Př́ıklad 8 Najděte vázané extrémy funkce dvou proměnných f dané předpisem:

ln(x2 + y2)

při vazebńı podmı́nce

9x2 + y2 = 9

Řešeńı 8.
Tento typ př́ıkladu poznáme podle toho, že máme funkci dvou proměnných a ani x,
ani y nelze vyjádřit z vazebńı podmı́nky, jinými slovy jsou vždy ve druhé mocnině. V
tomto př́ıpadě postupujeme tak, že vypoč́ıtáme prvńı parciálńı derivace dané funkce,
tedy:

∂x(ln(x
2 + y2)) =

1

x2 + y2
· ∂x(x2 + y2)

=
1

x2 + y2
2x =

2x

x2 + y2

∂y(ln(x
2 + y2)) =

1

x2 + y2
· ∂y(x2 + y2)

=
1

x2 + y2
2y =

2y

x2 + y2

(23)

Ve druhém kroku přeṕı̌seme vazebńı podmı́nku na vazebńı funkci g(x; y) = 9x2 +
y2 − 9 a opět spoč́ıtáme prvńı parciálńı derivace, tedy:

∂x(9x
2 + y2 − 9) = ∂x(9x

2) + ∂x(y
2)− ∂x(9) = 9 · 2x+ 0− 0 = 18x

∂y(9x
2 + y2 − 9) = ∂y(9x

2) + ∂y(y
2)− ∂x(9) = 0 + 2y − 0 = 2y

(24)

Ve třet́ım kroku muśıme sestrojit tzv. Jacobiho determinant3, který má předpis:

j(x; y) =

∣∣∣∣∂xf(x; y) ∂yf(x; y)
∂xg(x; y) ∂yg(x; y)

∣∣∣∣ (25)

Do výrazu (25) dosad́ıme naše spoč́ıtané derivace (24) a (23), tedy:

j(x; y) =

∣∣∣∣ 2x
x2+y2

2y
x2+y2

18x 2y

∣∣∣∣ = 2x

x2 + y2
· 2y − 2y

x2 + y2
· 18x =

=
4xy

x2 + y2
− 36xy

x2 + y2
= − 32xy

x2 + y2

(26)

V daľśım kroku muśıme vypoč́ıtat soustavu rovnic danou:

j(x; y) = 0

g(x; y) = 0
(27)

3Je to determinant prvńıch parciálńıch derivaćı, pomoćı kterého určujeme podezřelé body s
maxima resp. minima.
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Po dosazeńı dostaneme soustavu rovnic:

− 32xy

x2 + y2
= 0 =⇒ −32xy = 0 =⇒ x = 0 ∨ y = 0

9x2 + y2 − 9 = 0

x = 0 =⇒ y2 − 9 = 0 =⇒ y1;2 = ±3

y = 0 =⇒ 9x2 − 9 = 0 =⇒ x1;2 = ±1

(28)

Vid́ıme, že řešeńım soustavy rovnic vzniklo několik spojených kořen̊u. Proto v daľśım
kroku urč́ıme všechny možné varianty řešeńı, tj. podezřelé body z maxima, resp.
minima:

A = [0;−3]

B = [0; 3]

C = [−1; 0]

D = [1; 0]

(29)

Jakmile urč́ıme podezřelé body z extrémů, je př́ıklad téměř kompletńı, protože máme
zadáńı, které obsahuje jak x, tak y ve druhé mocnině a symbol rovná se, z čehož
vyplývá, že takto zadaná vazebńı podmı́nka je kompaktńı množina, přesně elipsa.
Kdykoli je vazebńı podmı́nka dána jako kompaktńı množina, pak př́ıklad řeš́ıme
pomoćı zobecněné Weirsstrasovy věty, která ř́ıká, že je-li funkce v́ıce proměnných
spojitá na neprázdné kompaktńı množině, pak na této množině nutně muśı mı́t
maximum i minimum. Funkce je spojitá a množina je neprázdná a kompaktńı. Pak
stač́ı spoč́ıtat funkčńı hodnoty v podezřelých bodech (29) a vybrat největš́ı, resp.
nejmenš́ı:

A = [0;−3] =⇒ ln(02 + (−3)2) = ln9

B = [0; 3] =⇒ ln(02 + (3)2) = ln9

C = [−1; 0] =⇒ ln((−1)2 + (0)2) = ln1

D = [1; 0] =⇒ ln(12 + (0)2) = ln1

(30)

Vid́ıme, že nejnižš́ı hodnota je zastoupena 2 krát u C a D, takže funkce má 2 vázané
minima a největš́ı hodnota je zastoupena také 2 krát u A a B, takže funkce má 2
vázané maxima.

Odpověd’: Funkce má lokálńı vázané minimum v bode C = [−1; 0] a D = [1; 0] a
funkce má lokálńı vázané maximum v bode A = [0;−3] a B = [0; 3]. □

...
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