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Linearni algebra - 4MM101, 4MM106

Piiklad 1 S pouzitim vypoctu hodnosti matice rozhodnéte o linedrni zdvislosti ¢i
nezdvislosti vektoru, jestlize:

71 =(2,-3,5), 23=(1,0,-2), =(1,-7,9), 21=(-1,0,1),

5 = (1,2,-3), —
Reseni 1.
Je ziejmé, ze dané vektory obsahuji kazdy 3 slozky, jsou tedy ve vektorovém prostoru
V3. V takovém vektorovém prostoru muzeme vybrat nejvyse 3 linearné nezavislé vek-
tory. Mame-li tedy zkoumat linedrni zavislost vektoru, jako v tomto ptripadé, pak se
muzeme nejprve podivat, kolik vektoru jsme zadali a z jakého vektorového prostoru
vektory pochéazeji. Pokud mame vétsi pocet vektoru, nez je vektorovy prostor, pak
priklad nemusime pocitat, protoze vime, ze dané vektory musi byt urcité linedrné
zavislé. 7 nasi ulohy vyplyvd, ze mame 6 vektoru z vektorového prostoru V3, takze
bez jakéhokoli vypoctu muzeme fici, ze téchto 6 vektoru je linedrné zavislych.

Odpovéd': Dané vektory jsou linedrné zavislé. 0

Priklad 2 V zdvislosti na redlnych parametrech o a 3 provedte diskuzi resitelnosti
soustavy linedrnich rovnic vcetné poctu volitelnych neznamyjch, jestlize

xr, + ZE2+2ZE3:0
x1+4x2+5x3:3

—x1 + X9 + axs :ﬁ
Reseni 2.
V prvnim kroku prepiSseme soustavu rovnic do maticového tvaru jako:
1
1
-1
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[SENG I )
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Opét provedeme Gaussovu elimina¢ni metodu, a tak vynasobime 1. fadek matice
(1) ¢islem -1 a pricteme jej ke 2. fddku a soucasné pricteme 1. fadek ke 3. radku,
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tedy:

radku, tedy:

11 2 0
0 3 3 3 (2)
02 (a+2)|p

Déle vydeélime 2. fadek matice (2) ¢islem 3, tedy:
11 2 0
01 1 1 (3)
02 (a+2)|p

V poslednim kroku vynasobime 2. fddek matice (3) ¢islem -2 a pficteme jej ke 3.
11 2 0
011 1 (4)

00 a|l(B—-2)

Zde jsme dokoncili Gaussovu elimina¢ni metodu, matice je jiz ve stupnovitém tvaru
a muzeme tedy zacit diskutovat o FeSitelnosti systému, resp. poctu feseni.

Aby soustava nemeéla feseni, nemuze byt splnéna Frobeniova podminka, coz je
v naSem piipadé splnéno pouze tehdy, je-li hodnost matice soustavy o jedna
mensi nez hodnost rozsitené matice soustavy. Tedy aby hodnost matice sou-

stavy byla 2, pak a = 0 a aby hodnost rozsifené matice soustavy byla zaroven
3, tak [ # 2.

Aby soustava rovnic méla presné jedno feSeni, je nutné, aby hodnost ma-
tice soustavy byla stejnd jako hodnost rozsifené matice soustavy, jinymi slovy
aby platila Frobeniova podminka, a navic aby tyto hodnosti byly rovny poctu
neznamych. V nasem piipadé je pocet neznamych 3, takze potiebujeme, aby
nevypadl zadny radek, a tedy parametr « # 0, bez ohledu na volbu parametru

p

Aby soustava rovnic méla nekonecné mnoho teseni, pak hodnost matice sou-
stavy a zaroven hodnost rozsitené matice soustavy musi byt mensi nez pocet
neznamych, takze v nasem pripadé je jedina moznost 2 a to je splnéno, pokud
a=0ap=2

Odpoved':

g

Soustava ma 1. feSeni: a # 0, § € R
Soustava nema Teseni: a = 0, 5 # 2

Soustava ma nekonec¢né mnoho teseni: a« =0, § = 2



Piiklad 3 7 ndsledujici maticové rovnice vypoctéte nezndmou matici X a uvedte.
pro které matice A,C se dd matice X z této rovnice osamostatnit, jestlize

X+A=3A-XC

10 2 3
a( 5) o0 1)
Reseni 3.

Nejdtive musime z dané rovnice vyjadiit neznamou matici X. Pii vSech tpravach,
které budeme provadét, musime mit na paméti nasledujici zédkladni pravidla, a to
AB # BA, AA™' = A7'A =J a AJ = JA = A. Nejprve musime piehodit

vSechny neznamé matice X na jednu stranu a vse ostatni na druhou stranu.

kde

X+XC=4A-A |(4A—-A=3A)
X+ XC=3A
X(J+C) =3A - (J+C)! (5)
XJ+C)J+C)'=3AJ+C)!
X=3A(J+0C)!
Vidime, Ze matematické dpravy v (5) jsou mozné pouze tehdy, pokud existuje in-
verznf matice (J + C)~1. Ta existuje pouze tehdy, je-li (J + C) regularni. Pokud by

(J + C) nebylo regularni, pak bychom dany postup nemohli pouzit. Déle dosadime
matice ze zadani do vysledku pro X, pricemz J povazujeme za jednotkovou matici,

I | (N

Déle upravime (6) vyndsobenim prvni matice ¢islem 3 a soucasne udeldme soucet

matic v zavorce, t.j:
-1
3 0\ /3 3
x=(55) (0 2) )

Vyslednou inverzni matici fesime presné jako v prikladu 14 s tim rozdilem, Ze ten-
tokrat se jedna o matici 2x2'., t.j.:

-1
3 3 1/2 -3
== 9
02 =56 ) ©
Vysledek (9) dosadime do (7) a dostaneme:
3 0\1/2 -3
X= (6 9) 6 (0 3 )
(10)
16 9
S6\12 9
Inverzni matici obecni matice 2x2 vypoéitdme takto:

(=0 = (4D ®




~ 1. o l 6 _9
Odpoved: X = ¢ (12 9 O

Piiklad 4 Urcete charakteristickd (viastni) éisla matice A, jestlize:
1 -9
A )
Reseni 4.

Charakteristické nebo jinymi slovy vlastni ¢isla matice jsou rfeSenim néasledujici rov-
nice:

det(A—XJ)=0 (11)
kde A je dand matice, J je jednotkovd matice a A\ jsou naSe vlastni ¢isla, kterd
potfebujeme urcit?. V dalsim kroku dosadime zndmé hodnoty do rovnice pro, tedy:

[, 7))
[ 7))

(05 )]

1-X) =9
5 (7—)\)’_0

Determinant (12) vypocitdme pomoci kifzového pravidla pro vypocet determinantu
2x2 (viz. rovnice (?77)), tedy:

‘(1 - =9
) (7T—=X)
(I=X)(7T—=X)+45=0 (13)
T—A—TA+ N +45=0
A —8A+52=0
V poslednim kroku fesime vyslednou kvadratickou rovnici, tedy:
N —8A+52=0
+8 + /64 — 208

-

Ao = 5
+8 £/ —144
/\1,2:—2 (14)
v —144 124
)\1:—1—8—1-2 :8+2 Z:4+6i
—\/—144 —12¢
Ny = 1 : _ 8 5 Y

2Pokud méme na za¢dtku matici 2x2, musime spoéitat 2 vlastni ¢isla, pokud by byla matice 3x3,
musime uré¢it 3 vlastni ¢isla atd. Zaroven, protoze pocéitame determinant, musi byt dand matice
urcité ¢tvercova.



Pti urcovani vlastnich cisel je zcela bézné, ze spoctéme komplexni feSeni, jako v
tomto pripadeé.

Odpoved':
L] )\1 =44 61

o \y=4—01 UJ



Matematicka analyza - 4MM101, 4MM106

Priklad 5 Vypoctéte limitu posloupnosti

o on?4+n+3
hm —_———
n—o00 5n3 +n

Reseni 5.
Pokud se budeme zabyvat limitami, prvnim krokem k tispésnému vysledku je spravné
dosazeni a urceni typu limitu. Muzeme ziskat pouze dva typy: urcity vyraz, ktery
je jiz pfimym vysledkem limity a nemusime limitu dale fesit, nebo ziskdme neurcity
vyraz, ktery je tfeba dale upravit, abychom ziskali vyraz urcity. V prvnim kroku
tedy nahradime kazdé n v argumentu limity nekonecnem, tj:

n4+n+3 oo’4+004+3 o0

i = — 15
o 5n3 +n 5003 + 0o 00 (15)

Po dosazeni jsme dostali limitni vyraz 2 . Pfi vypoctech jsme vyuzili zakladni

charakteristiky prace z nekoneénama jako:

e Soucet libovolného kladného nekonec¢na s jinym kladnym nekonecénem je vzdy
nekonecno.

e Kladné nekoneéno umocnéno na libovolnou mocninou je vzdy kladné nekoneéno.

e Soucet nebo rozdil libovolného nekonecna s jinym c¢islem nez nula je vzdy
nekonecno az na znaménko nekonecna.

e Kazdé cislo délené nekonecnem je nula.

e Zaporné nekonecno na sudou celou mocninu je vzdy kladné nekonecno.
e zaporné nekonecno na lichou celou mocninu je vzdy zaporné nekonecno.
e Kazda kladna odmocnina z nekonecna je nekonecno.

Protoze ndm vysel neurcity limitni vyraz, pouzijeme v tomto piipadé vynimaéni,
protoze pokud limitni argument obsahuje pouze n na kladnou celou mocninu pod
a nad zlomkovou carou, pak vime, ze by nam vynimani mélo témér jisté pomoci.
Vyjméme vzdy nejvyssi mocninu z citatele a nejvyssi mocninu z jmenovatele, tedy:

. n*+n+3 7/7(1+l+%)
Ilm ————=1i n_n
n—00 5n3+n n—00 nﬂl (5+#)

L ded)
:hm—l
oo (5 + )

(16)

Jakmile provedeme jednu tpravu limity, vzdy zkontrolujeme, zda se neurcity vyraz
zménil na urcity, tedy:

o (+E+3) 1+ L 43 14040 1
lim = = =

n—o0 n(5+#) _oo(5+$)_oo(5+0)_gzo (17)
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kde jsme pravé pouzili vyse napsané charakteristiky:.

ad’: 1; n?+n43 _
Odpoved: lim,, . =5 e = 0 O

Priklad 6 Vypoctéte derivaci funkce dané predpisem
f(x) = e® (a3 — 2% + 6)

Reseni 6.
V tomto ptipadé musime nejprve vytesit znaménko soucinu, takze pouzijeme vzorec
pro derivaci soucinu, tedy:

fi(x) = (e"[2” —2® + 6]) =

= (e")[2* — 2% 4+ 6] + e"([z® — 2* + 6]) =

=e"(2% — 2% + 6) + e”[(2°) — (2*) + (6)] = (18)
=e"(2° —2* +6) + e (32° — 22+ 0) =

= e"(2% — 2% + 6) + *(

Na prvni ¢len jsme pak aplikovali derivaci exponencidly a na druhy ¢len v zavorce
jsme museli opét aplikovat pravidlo pro derivaci souctu funkci a poté pravidlo pro
derivaci mocniny.

Odpoved: f'(z) = (e"[z® — 22 + 6]) = (23 — 22 + 6) + e (32* — 2x) O

Piiklad 7 Urcete mazimum a minimum funkce f na uzavieném intervalu J:
flx) =aln(z), J={e)

Reseni 7.

Pokud méame ur¢it maximum a minimum na uzavieném intervalu .J, pak vime, ze
tento typ pifkladu vidy vyfesime pomoci Weierstrassovy véty, kterd zajistuje, ze
na uzavieném intervalu mé spojita funkce maximum a minimum, takze je staci
najit. Nejprve musime urcit podezielé body z maxim a minim na celém defini¢nim
intervalu, takze vzdy musime fesit rovnici:

f(@)=0 (19)

Rovnice (19) predstavuje tzv. nutné podminky pro existenci extrému funkce jedné
proménné, takze feseni je:

1 (20)



Nejprve jsme museli vypocitat prvni derivaci, na kterou jsme pouzili pouze derivaci
soucinu a poté vzorce zakladnich derivaci. Ve druhém kroku musime za vysledek
(20) dosadit nulu tedy:

In(x) +1=0 |—1
In(x) =—-1 (21)

Reseni (19) je tedy jediny podeziely bod z extrému funkce, tedy e~'. Musime ovéfit,
zda tento bod patii do daného intervalu J, coz vidime, Ze ano, takze s nim budeme
déle pocitat. V poslednim kroku potiebujeme spocitat pouze funkéni hodnoty vsech
podeztelych bodu, tj. bodu, které jsou fesenim rovnice (19) a vzdy také hranici body
intervalu J, tedy:

fe?) =en(e?) =2 (-2) = -
fle) = e Un(e ) = et (—1) = — 1 (22)
fle)=eln(e)=e-1=¢

Z vypoctu funkénich hodnot (22) staci vybrat nejvétsi funkéni hodnotu, ktera bude
maximem, a nejmensi funkéni hodnotu, kterda bude minimem. Vidime, Ze nejmensi
funkéni hodnota je —%, a tedy minimum je v é, a nejveétsi funkéni hodnota je e, a
tedy maximum je v e.

4
3 D
2
1
¢ ;
-1 0\A1 2 .3 4
1

Obr. 1: Grafické fesSeni

Pokud bychom danou funkci vynesli do grafu, pak by byl interval J vymezen body
B a C. Vidime, ze fesenim rovnice (19) je bod A, ktery lezi v intervalu J, proto
jsme jej zahrnuli do vypoctu. Vypoctené funkéni hodnoty nam nyni jasné iikaji, ze
maximum je v bodé D a minimum v bodé A.

Odpoved':



e Maximum funkce je v bode z = ¢

e Minimum funkce je v bode z = e™! O

Piiklad 8 Najdéte vdzané extrémy funkce dvou proménngch f dané predpisem:

In(z* + y?)
Pt vazebni podmince
972 +y* =9

Reseni 8.

Tento typ ptikladu pozname podle toho, ze mame funkci dvou proménnych a ani x,
ani y nelze vyjadrit z vazebni podminky, jinymi slovy jsou vzdy ve druhé mocniné. V
tomto pripadé postupujeme tak, ze vypocitame prvni parcidlni derivace dané funkce,
tedy:

1
2 2 2 2
Ou(ln(z” +y7)) = xg—_i_yZax(I +y°)
1 9 2z
= xr =
$2_‘_y2 :E2+y2 (23>
1
9, (In(z* + ) = o 9y (2* +y?)
1 2y
) 32y = 5 2
e+ e +y

Ve druhém kroku pfepiSseme vazebni podminku na vazebni funkci g(x;y) = 922 +
y? — 9 a opét spocitame prvni parcidlni derivace, tedy:

0927 + y* — 9) = 0,(92%) + 0, () — 0,(9) =9- 20 +0— 0 = 18z

24
0,07 + 3 —9) = 0,090) + D,(4) — 0.(0) =0+ 2y —0 =2y Y

Ve tietim kroku musfme sestrojit tzv. Jacobiho determinant®, ktery méa pifedpis:

Ouf(z3y) Oyf(z;y) (25)

i@ =19 g@y) g y)

Do vyrazu (25) dosadime nase spocitané derivace (24) a (23), tedy:

o 2y 21 2y
(1) = | =2 +y? 22| — Ly — .18 =
I =" "oy |T v Y @ (26)
~ Axy 36zy 32wy
22 4 12 x2+y2_ 2 4 12
V dalsim kroku musime vypocitat soustavu rovnic danou:

jlzsy) =0 (27)
g9(z;y) =0

3Je to determinant prvnich parcidlnich derivaci, pomoci kterého uréujeme podezielé body s
maxima resp. minima.



Po dosazeni dostaneme soustavu rovnic:

32
_%:O — —32z2y=0 —= x=0Vy=0
z*+y

92 + > —9=0 (28)

1=0 = y» -9=0 = yj0=23
y=0 = 92°-9=0 = T = %1
Vidime, ze feSenim soustavy rovnic vzniklo nékolik spojenych kotenti. Proto v dalsim

kroku uréime vSechny mozné varianty teseni, tj. podezielé body z maxima, resp.
minima:

A =[0; 3]

B =1[0:3]

C =[-1;0] (29)
D =[1;0]

Jakmile urc¢ime podezielé body z extrému, je ptiklad témér kompletni, protoze mame
zadani, které obsahuje jak x, tak y ve druhé mocniné a symbol rovna se, z ¢ehoz
vyplyva, ze takto zadand vazebni podminka je kompaktni mnozina, presné elipsa.
Kdykoli je vazebni podminka déna jako kompaktni mnozina, pak piiklad feSime
pomoci zobecnéné Weirsstrasovy véty, ktera iikd, ze je-li funkce vice proménnych
spojita na neprazdné kompaktni mnoziné, pak na této mnoziné nutné musi mit
maximum i minimum. Funkce je spojitd a mnozina je neprazdna a kompaktni. Pak
staci spocitat funkéni hodnoty v podezielych bodech (29) a vybrat nejvétsi, resp.
nejmensi:

n9

0;=3] = In(0*+ (=3)*) =
0;3] = In(0*+ (3)*) = In9
[—-1;0] = In((— 1)2—1-()) Inl
[1,0] = In(1*+(0)*) =In
Vidime, Ze nejnizsi hodnota je zastoupena 2 krat u C' a D, takze funkce ma 2 vazané

minima a nejveétsi hodnota je zastoupena také 2 krat u A a B, takze funkce ma 2
vazané maxima.

(30)

S QW=
1l
||

Odpovéd’: Funkce ma lokdln{ vdzané minimum v bode C' = [-1;0] a D = [1;0] a
funkce mé lokdln{ vazané maximum v bode A = [0; —3] a B = [0; 3]. O
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